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SOTE Kísérleti Kutató Laboratórium 
Nogyartériák nemlineáris anizotrőp rugalmossógi tulajdonsága-
inak modellezése 
Hudetz Antal , Szutrély Judit és Monos Emil 
Bevezetés 
A vérkeringési rendszer szabályozási folyamatainak kvantitatív 
leírásához és megértéséhez ismernünk kell az érfal biomechanika? tu-
lajdonságait megadó, a fiziológiás nyomás és frekvenciatartományban 
érvényes matematikai modellt. E modell meghatározása metodikai o -
kokból in vitro mérések alapján végezhető e l . Feltételezzük, hogy a 
mérési eredményekből az artériák in vivo viselkedésére olyan terhelés, 
ü l . deformációtartományokban is lehet következtetni, ahol in vivo mé-
résre nincs mód. 
A matematikai-f izikai modell birtokóban az érfal mechanikai 
terheléstől függő struktúraváltozásáról szerezhetünk információt. Az ér-
fal - mint speciális élő szövet - , mechanikai tulajdonságainak egzakt 
elméleti leírása lényeges szempont az érprotézisek optimális anyagi és 
geometriai jellemzőinek megadásához is. 
A modell felállítása lehetőséget biztosit olyan érfal-mechanikai 
számításokhoz, melyek az incrementális számítási módszerrel nem végez-
hetők e l . Klinikai szempontból is igen fontos az érfal mechanikai tulaj -
donságainak meghatározására szolgáló méréstechnika fejlesztése, melyhez 
hasznos szempontokat nyújthat egy nemlineáris mechanikai modell k i fe j -
lesztése. 
Elmélet? megfontolások 
A nagymértékben deformálódó anyagok - mint például az érfal -
rugalmas viselkedése úgynevezett nemlineáris kontinuummechanikai e lmé-
lettel irható le. A fő cél az érfal nemlineáris anyagi egyenleteinek (a-
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lapegyenleteknek) a megtalálása, amelyek az érfalban kialakuló fe -
szültségek és az érfal deformációi közti függvénykapcsolatot fe jez ik 
k i . Az alapegyenletek birtokában az érfal tetszőlegesen deformált 
állapotára megadhatók az un. incrementális rugalmassági modulusok. 
Bár a jelenlegi elméletben GZ eret homogén anyagúnak tekint jük, az 
incrementális modulusok értékéből indirekt következtetéseket lehet 
levonni az érfal struktúrájára vonatkozóan, melyről ma még igen h i -
ányos ismereteink vannak. 
Az érfal alapegyenletének felállításában a Vaishnav (11) és 
Young (12) által javasolt Green-féle módszert (5) követjük, az un. 
deformációs energia koncepciót. A deformációs energia sűrűség (az 
egységnyi fal térfogatban tárolt rugalmas energia) egy adott rugalmas 
testre nézve csak a deformációs állapot függvénye, je lö l jük a defor-
móciő-energiasürüség függvényt W - v e l . Ekkor egy homogén, inkomp-
resszibilis, hengeresen ortoíróp rugalmas test esetében W ki fejezhető 
mint 
W = W ( £ e , e z ) / 1 / 
ahol £ 9 és a Lagrcnge-féle nyuiástenzor tangenciális és axiális 
f iz ikai komponensei. Ha X & -va l és A - v e i a megfelelő relat ív 
nyújtásokat jelöljük 
= ~ - 1 ) , 
i / 2 , , L 
6 z = t ^ z " * ' = r 0 
ahol R, Rq és L, L^ az ér deformált és nyugalmi közepes sugarát, i l -
ierve hosszát je löl i . V/ ismeretében a Cauchy-féle feszültségtenzor f i -
z ikci komponensei a következő' összefüggések szerint határozhatók meg: 
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í) W 
S f l - S = ( 1+ 2 £ e ) 9 R 9 7 ö e 6 
S - SD = ( l + 2 € ) / ! / z R z 
Az anizotróp rugalmassági tulajdonságokat szemléletesen jellemző 
incrementális modulusok definíciója a következő: 
E = L . V = (As = A S = 0) 
r e 8r e v * z 
A s 

















= — — , (AS =A_S = 0 ) 
Ez = —r—- / = ^ (As_ = A se = 0) 
zfr 
ahol E^, E & , E^ incrementális Young modulusok, ^ , CT̂  
(V incrementális Poisson állandók e , e ^ , e pediq infinitezimális u e z r & z a 
relatív megnyúlások (dilatációk) hengerkoordinátarendszerben. Megje -
gyezzük, hogy inkompresszibilis ortotróp anyag esetében tulajdonkép-
pen 9 állandó van, a függetlenek száma azonban csak 3. A fenti in-
crementális modulusok W második parciális deriváltjaival fejezhetők 
k i . A konkrét kifejezéseket illetően ( l l ) - r e utalunk. 
Tegyük fe l , hogy az artériafal ideálisan rugalmas, tehát izo-
termikus körülmények között létezik deformációs energia függvénye (W), 
és teljesülnek a fentiekben emiitett összes többi feltételek is. Az arté-
ria kvózi-statikus deformációja esetén az érfalban kialakuló 3 dimenzi-
onális átlagos feszültségek megfelelő mechanikai mérésekből az anyagi 
tulajdonságok ismerete nélkül meghatározhatók, feltéve, hogy az ér 
vékonyfalú (8). Tegyük fe l , hogy VV explicit formája ismert, de az á l -
tala tartalmazott rugalmassági állandók értéke nern. Ekkor (1) és (2 )á l -
tal megadott modellnek különböző és G nyúlásoknál a mérésből 
kapott feszültségérfékekre való illesztésével az állandók meghatározha-
tók. A deformációs energiafüggvény alakját nem lehet f iz ikai meggon-
dolásokból levezetni ortotróp anyag esetén. Az alapvető probléma tehát 
egy alkalmas W ( 6 e , 6 z ) modellfüggvény megtalálása. 
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Munkánkban két különböző' tipusu modellel végeztünk szá-
mításokat. Ha W folytonos és tetszőlegesen sokszor differenciálha-
tó, akkor sorbafejthetjük a deformációkomponensek szerint. A Patel 
és mtsai (9) által javasolt 7 paraméteres polinomiális alak a követ-
kező': 
W = WA + A G 0 2 + B6 e £ + C 6 2 + D 6 ^ + F G £ 2 + G e 3 0 ö ö z z * & z ^ z z 
/ 3 / 
ahol A , B, . . . , G rugalmassági állandók. Mivel a feszültségek az 
€ & = 6 = 0 deformációnál zérusok, ezért elsőfokú tagok W k i fe -
jezésében nem szerepelnek. Az 1 -e l magasabb fokszámú polinom 12 
paramétert tartalmaz. Fung (3) és Simon ( 1 0 ) / 3 / helyett exponenci-
ális modellből indultak ki, méréseiket azonban csak két dimenzióban 
végezték el . Mii egy, az emiitett szerzőkétől eltérő, 4 paraméteres 
exponenciális modellt választottunk, mely / 3 / - h o z hasonlóan szimmet-
rikus az 6 0 és G változókban: 
z 
W = WQ + e 
2 2 
, ^ + D'G 
z z 
A+B '6^ + C ' G E 6 
Módszer 
A modell-paraméterek meghatározása kutyákból izolált carotis 
communis és iliaca artériákon végzett mechanikai mérési eredmények 
alapján történt. Az un. kvázi-statikus nagydeformációs teszt a belső 
nyomás lassú és ciklikus változtatásával történt 0 -250 Hgmm tartomány-
ban, miközben a nyomóst, az artéria külső átmérőjét és az axiális 
nyujtóerőt regisztráltuk. A kísérleti berendezést és a mérési folyamat 
további részleteit illetően ( l ) -re és (8)-ra utalunk. A mérést megismé-
teltük az ér több különböző, előre beállított axiális megnyújtása mel -
lett. 
A rugalmassági állandókat a fentiekben mór vázolt , feszültségek-
re való illesztéssel határoztuk meg. S^ és S^ - mint kétváltozós függvé-
nyek - egy-egy felületet határoznak meg. Mivel a feszültségek k i fe jező-
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seit a W deformációs energia függvénybó'l származtattuk, S Q. és S 
explicit alakjában azonos paraméterek is szerepelnek. Itt tehát nem 
egyszerűen görbeillesztéseket, hanem két felület szimultán i l leszté-
sét kell elvégezni. 
A polinomok illesztése esetében a legkisebb négyzetek e lvé-
bó'l adódó lineáris normál egyenletrendszert elsó' lépésben Gauss-Jor-
dán eliminációval oldottuk meg. A 12 paraméteres polinom esetében 
a normál egyenletrendszer mátrixa igen rosszul kondicionált. Ezért a 
normál egyenletrendszer megoldása helyett Hausholder transzformációt 
alkalmaztunk. 
Az exponenciális modell esetén a legkisebb négyzetek elvébó'l 
adódó normál egyenletrendszer a paraméterekben nem lineáris, ezért az 
ismeretlen paramétereket ugy kerestük meg, hogy a hibafüggvényt mini-
malizáltuk a paraméterek függvényében. A hibafüggvény minimalizálá-
sára a Broyden-Fletcher-Schanno-féle (BFS) kvázi -Newton módszert a l -
kalmaztuk, amely kihasználja, hogy a modell-függvény paraméterek 
szerinti deriváltjait analitikusan ismerjük. A BFS algoritmus jelenleg a 
legstabilabb általános függvényminimalizáló eljárás. Mivel ez a módszer 
csak lokális minimumot keres, a globális minimum megtalálása érdekében 
több kezdó'pontból indítottuk a minimum keresést. 
Eredmények 
A . A különböző' modellek illesztését 5 - 5 db carotis communis 
(CC) és iliaca (IA) artériákra végeztük e l . Az illeszkedés jósága az e -
gyes mérések esetében eltéró' vol t , és általában jobb a CC artériákra. Az 
1. ábrán a mért, és az exponenciális modellből számított S ̂  - S és 
S - S feszültségeket láthatjuk az tangenciális deformáció függvényé-
ben egy-egy reprezentativ artériára. A feltüntetett függvények a két f e -
szültség-felület X = 1 , 8 5 , ¡11. X z = 1 ,55 megnyújtásokhoz tartozó 
síkmetszetei. A két tipusu artéria fiziológiás (in vivo) axiális nyujtásfoka 
különböző, innen a X -kbe l i eltérés. 
z 
A 7 paraméteres polinomiálís modell esetében az illeszkedés lé -
nyegesen rosszabb volt , mint a 4 paraméteres exponenciális modellé. A 






MODELL EXP 4 - 198-
A CAROTIS COMMUNIS 
Äz=1.85 
Sft-SR O M£R£S 
O MODELL 
K / r ^ m + c 
a MODELL 











1 a . äbra 
CSJ 
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MODELL EXP 4 
A. ILIACA 
















Se-SR O MÉRÉS 
, O MODELL 
SZ-SR A MÉRÉS 
a MODELL 
- 0 , 2 ' - 0 , 1 ' 0 7 
TANGENCIÁLIS DEFORMÁCIÓ 
1b. ábra 
In vitro mechanikai mérésekből és az exponenciális deformációs 
energiasűrűség modellből számitott fal feszültségek (különbségei) 
a tangenciális nyúlás függvényében, adott axiális megnyújtásnál, 
a . ) artéria carotis communis, b . ) artéria i l iaca. Az illeszkedés 
carotis artériák esetében általában jobb. 
G e 
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feszültséggörbék kis deformációknál "kanyarogni kezdtek" . Ez a k i -
számítandó incrementális modulusokban jelentós hibát okoz , mivel 
azok á felületek parciális der ivá l t ja i . Mindazonálta l a görbeoszci l -
lációktól e l tekintve mindhárom modell (7 és 12 paraméteres pol ino-
miális és 4 paraméteres exponenciális) kva l i ta t ive hasonló lefutósu 
incrementális modulusokat ad. A Poisson számok esetében a z eltérés 
nagyobb, mivel azok kifejezéseiben ké t -ké t Young modulus hánya-
dosa szerepel - így a hibák ez esetben fokozottan je lentkeznek. 
B. A 2 . ábrát tekintve megál lapí that juk, hogy a C C a r t é -
ria eró'sen nemlineáris mind tangenciális, mind radiális irányban. 
Ny i lvánvaló az artéria anizotrópiája a teljes deformációtartományban. 
A fiziológiás deformációtartományban E^ > E & E^, a z a z az artéria 
közel í tőleg tranzverzálisán izotróp a 6" R síkban. Nagyobb deformá-
ciókra E > E > E jellemző', az artéria ortotróp. Á z , hogy E is 
r z z 
függ a tangenciális deformációtól nemlineáris csatolásra utal a 0 és Z 
irányok között . A különböző irányú deformációk között i csatolást a 
Poisson állandók jel lemzik (3. ábra) . értékeiből látható, hogy 
kis tangenciális deformációknál az érfal radiális kompressziója csaknem 
kizárólag tangenciális megnyúlást eredményez ( Ő * ^ ^ 1 ) . N ö v e k v ő 
tangenciális megnyúlásnál radiális kompresszióra axiál is nyúlás is bekö-
vetkez ik , és túlsúlyba kerül amikor már é ^ 0 , 5 . Ez teljes össz-
hangban van a modulusok lefutásával, E^ és E^ görbéi éppen a 
= 0 , 5 - h ö z tartozó tangenciális deformációnál ( € 0 , 6 ) met -
szik egymást. 
A tangenciális és axiális irányok közt i csatolást láthatóan két 
állandó is je l lemzi : (Y és tf attól függően, hogy melyik i -
rányban alkalmazunk terhelést az anyagra. O növekedése a tan -
genciális deformációváltozásoknak az axiál is irányra való fokozódó b e -
folyósát mutatja. Figyeljük meg, hogy E = E esetén ( j = 0 , 5 . 
\ r z z fr 
A harmadik Poisson szám ( O ^ ) lefutása egészen más, nagyobb tan-
genciális deformációknál az axiál is hosszváltozások hatása a tangenciá-
lisra csökken. 
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MODELL EXR 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 
A z = ! 8 5 75.5.7. 
2. ábra 
A 4 paraméteres exponenciális modellből, adott axiális megnyújtás-
ra számított incrementális Young modulusok változása a tangenciá-
lis nyúlás függvényében. A modulus-görbék meredek emelkedése jól 
mutatja a carotis communis artéria nemlineáris rugalmasságát a tan-
genciális és radiális irányokban. Normál fiziológiás deformációknál 
az artéria ortotróp. 
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MODELL EXP A 
A CAROTIS COMMUNIS 
Az= 1,85 75.5.7 
3 . ábra 
Az exponenciális modellből, adott axiális megnyújtásra számított 
incrementális Poisson állandók változása a tangenciális nyúlás 
függvényében. A 8 - R és &-Z irányok közti csatolás gyen-
gül a nagyobb tangenciális nyúlásoknál, ha radiális kompresszió, 
¡11. axiális nyújtás terhelést alkalmazunk az artériára. Tangenci-
ális terhelés esetén a Z - 9- csatolás erősödik. 
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MODELL EXP 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 7557 
4a . ábra 
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MODELL EXP 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 75.5.7 
TANGENCIÄLIS DEFORMÄCIÖ eG 
4b. äbra 
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MODELL EXP 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 75.5.7 
4c. ábra 
Kezdeti axiális megnyújtás hatása az incrementális Young mo-
dulusokra, a . ) tangenciális, b . ) radiális, c . ) axiális. A z 
axiális megnyújtás növeli a z ér radiális és axiális irányú me-
revségét. 
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A 4 . ábra a különböző axiális megnyújtás értékekre számí-
tott Young modulusokat mutatja. Látható, hogy az axiális megnyúj-
tás hatása kicsi a tangenciális modulusra, nagyobb a radiá l is - , és 
legkifejezettebb az axiális modulusra. Ez utóbbi nyilvánvalóan a 
CC artéria axiális irányú rugalmasságának nemlinearitósát j e l z i . A 
Poísson állandók 2 függése az 5 . ábra alapján tanulmányozható. 
MODELL2 EXP A 
A. CAROTIS COMMUNIS 
75.5.7. 
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MODELL EXR 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 75.5.7. 
5b. ábra 
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MODELL EXP 4 
A. CAROTIS COMMUNIS 75.5.7 
TANGENCIÁLIS DEFORMÁCIÓ •9 
5c. ábra 
Kezdeti axiális megnyújtás hatása az incrementális Poisson á l lan -
dókra, a . ) ö"& R , b . ) d , c . ) tf . A 0 - Z irányok 
közti asszimetrikus csatolás valószínűsíti az érfal-col lagen há lá -
strukturáját. 
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Növekvő axiális nyújtás hatásóra a 4 és ö állandók növeke-
' 1 &r e z 
dése a & -R és a 9- - Z irányok közötti csatolás erősödését jelzi a 
teljes tangenciális deformációtartomónyban. Ugyanakkor, ha Z -
csatolást tekintjük ( d ) - azaz a tangenciális deformáció ax iá -
ze-
lis kihatására nézve - nincs jelentős különbség az egyes axiális 
megnyújtások között. 
A fent emiitett eredmények olyan speciális rostszerkezetre 
engednek következtetni, mely asszimetrikus csatolást létesít a 9" és Z 
irányok között. E következtetésnek kvalitative megfelel az az elkép-
zelés, hogy az artériát alkotó egyik fő szerkezeti elem - a collagen 
hálószerű strukturába rendeződik. Fokozódó tangenciális megnyúlás e -
setén a háló szálai a tangenciális irányhoz közeledve asszimetrikus 
csatolást hoznak létre. A Poisson állandók tangenciális deformációfüg-
gése a modulusok lefutásóból következik, és szintén magyarázható ér -
szerkezeti modellekkel (6). 
Diszkusszió 
Jelen munkánk közvetlen célja az anizotróp érfal incrementá-
lis rugalmassági modulusainak nemlineáris modellből való meghatározása 
volt . Ezen mennyiségek változásának jellege a deformációk függvényé-
ben általában hasonló, függetlenül attól , hogy a polinomiális, vagy 
exponenciális modellből számítottuk, és hogy az illeszkedés nem mindig 
volt jónak tekinthető. Az irodalomban időközben hasonló számítások je -
lentek meg carotis communis artériákra. A Cox (2) által közölt eredmé-
nyek és az itt bemutatottak közel megegyezőek. Nagyobb különbség a 
Poisson állandó esetében mutatkozik, különösen alacsony deformá-
ció tartományban. Mivel az általunk alkalmazott polinomiális és expo-
nenciális modellek éppen ebben a tartományban adtak jelentősen külön-
böző Ő* értékeket, a görbe kezdeti szakasza nem vehető biztosra. 
Mint már emiitettük, a Cox által is alkalmazott, feltehetően 12 paramé-
teres polinomiális modell ezen kezdeti szakaszban oszcillál és ez a Pois-
son számok értékeiben is tükröződik. Ezért az exponenciális modell által 
jósolt eredmény tűnik legvalószínűbbnek. Az exponenciális modellből szá-
mitott incrementális Young modulusok jól egyeznek a korábban prezentált 
incrementális számitások eredményeivel (7). Mint láttuk e 4 paraméteres 
modell jobb eredményekre vezet, mint a 7, vagy akár 12 paraméteres po-
linom. Ugy véljük ez is amellett szól, hogy az exponenciális modell a l -
kalmasabb az érfal-tulajdonságok leírására. 
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Mint emlitettük az illeszkedés jósága az egyes mérések ese-
tében eltérő volt . Ennek oka a fentiekben emiitettek szerint va ló -
szinüleg nem a matematikai modellben, hanem a kísérleti körülmé-
nyekben, vagy az ér biológiai tulajdonságaiban keresendő. Kezdeti 
feltételezéseink az érfal homogenitására, kompresszibilitására és a -
nizotrópiájára nyilvánvalóan nem olyan egzaktul teljesülő fe l té te le -
zések, mint például szilárd testek esetében. A z t , hogy az artér ia-
fal jó közelitéssel inkompresszibilis és ortotrop, többen el lenőrizték 
kísérletileg (9). 
További fontos probléma, mely az élő szövet elasztikus tu-
lajdonságai vizsgálatánál lép fel a z , hogy az ér összetett szerkeze-
te következtében kérdéses a "természetes állapot" létezése (4). Egy 
élő szövet ugyanis ha valamilyen módon terheljük, nem feltétlenül 
fog visszatérni az eredeti konfigurációba, miután a terhelést megszün-
tettük, azaz az anyag nem nevezhető ideálisan rugalmasnak. Fel té-
telezhető, hogy a szövetnek van egy olyan ál lapota, melyben repro-
dukálható módon viselkedik egy speciális terhelés hatására. Ezt az 
állapotot in vivo homeosztázisnak, in vitro pedig kondicionált á l lapot -
nak nevezik. Ciklikus terheléssel az artéria ebbe az állapotba vihető. 
Mivei méréseink során az előzetes axiális megnyújtást változtatnunk 
kel let t , feltehető, hogy a különböző hosszoknál elért kondicionált á l -
lapotok között némi diszkrepancia van, azaz az ér rugalmasságelméleti 
szempontból más anyagként viselkedik a különböző megnyújtásoknál. A 
fentiek értelmében - tehát ha nem létezik egyértelmű referenciaállapot 
- az ér nyugalmi geometriai adatait sem lehet pontosan meghatározni, 
ami további pontatlanságot vihet a számításokba. 
Az emiitett problémák mellett is, a választott mérési körülmé-
nyek között az exponenciális érfa!-modell kielégítő közelitéssel ír ja le 
az ér nemlineáris anizotrop rugalmassági viselkedését és jó kiindulási 
alapot jelent további vizsgálatok számára. Ahhoz, hogy az érfal bo-
nyolult viszkoelasztikus viselkedését strukturahü modellekkel tudjuk l e -
írni a méréstechnika és a kontinuumfizikai elmélet továbbfejlesztése 
szükséges. 
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